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Soit g une fonction continnment derivable sur l’intervalle I = [-1, l] 
verifiant g(0) = 0. On peut tcrire g = xf oti f est une fonction continue sur I, 
et, il resulte facilement de la formule de Taylor que supXE, If(x)] < 
suPX61 I g’(x)1 * 
Mais pour 6 E 10, 1 [ on peut aussi poser g = Jx Js fs oti fs est une fonction 
continue. Peut-on, comme precedemment, donner une majoration de fs en 
fonction de g et de 6? Le present article r&pond par l’affirmative a cette 
question, dans un cadre un peu plus general. On pourra remarquer que les 
methodes classiques de la thtorie de l’approximation jouent un role essentiel 
pour etablir les resultats. 
NOTATIONS HYPOTH~~SES ET RBSULTATS 
SoitI=[+l,l].PourpENetaE[O,l]avecp+~>Oond~signerapar 
CP3* l’ensemble des fonctions f d’une variable reelle, definies sur I, possedant 
une deriveef@‘, bornee si a = 0, lipschitzienne d’ordre a sur I si CI # 0. Pour 
toute fonction f on note (( f ]( = supxel (f(x)] et (1 f (( * = supxe R ] f(x)]. Pour 
g E P” on note 
M(g) = II g”’ II si a = 0, 
= ,“y;[ I g’“Y-4 -P’(Y)llX -Yl-” si a = 0. 
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g(O)=g’(O)= *** = gck’(0) = 0. Alors pour tout 6 v&l@ant 0 < 6 <p + a et 
6 < k + 1 il existe une fonction continue fs telle que pour x E I, 
g(x) = XSf8(4 si6E hY, 
g(x) = IWf&> si66?G N. 
Dt!monstration. Si 6 E N, g”’ est continue puisque 0 < 6 <p + a done 
g(x) = (l/S!) Jt (x - t)“- ’ g@‘(t) dt = x’&(x) oti fs est continue. 
Si 6 6Z R\J et k <p, alors gck’ poss6de une dhivte born&e par une 
constante A4 et, done, 1 gck’(t)l < M It I (t E 1). Par suite I g(x)1 = 
1(1/k!) lt (x - t)k gck’(t) dtl GM’ Ixlk+‘. Mais 6 < k + 1 et 6 6Z N, done, 
6 ( k + 1. 11 en rhulte que l’on peut kcrire g(x) = /x Isfs(x) oti f, est une 
fonction continue nulle en 0. 
Si 6 @ N et k =p, alors puisque k < p + a, a # 0. Comme gtk’ E Co@, il 
existe une constante K telle que I gck’(t)l <K 1 tla. Comme pour le cas 
prkddent on a done, I g(x)1 <K’ Ixlktn = K’ IxI~+~. 
On peut done Icrire, puisque 6 < p + a, g(x) = Ix 1’ fs(x) oti fs est une 
fonction continue nulle i l’origine. 
Soient a,, a2 ,..., a, des ClCments distincts de I. On considkre les fonctions 
g E CP@ qui v&ifient les propriitth (Pj) (j = l,..., r) suivantes: il existe un 
entier kj tel que 0 < kj < p + a pour lequel 
S(aj> = g'(aj> = . . .= g("j)(aj) = 0. 
Si g v6rilie les propri6th (Pj) (j = l,..., r), pour y = (yl ,..., y,) E R +’ vhliant 
0 < yi <p + a, yi < ki + 1 (i = l,..., r), on peut affirmer, d’aprh le Lemme 1, 
qu’il existe deux fonctions continues m et f, telles que 
m(x)=lx-a,lY’ ... lx-aa,lYr (xEZ) et g=mfy. 
On note I y I = supi yi. Nous nous proposons, dans cet article, de donner 
une majoration de fy en fonction de g et de M(g). Plus prCcidment nous 
dCmontrerons le risultat suivant: 
THI~OR~ME. Pour p, a, k, ,..., k,, y don&, il existe deux constantes A et 
B telles que pour toute fonction g E Cp’” ve’rifiant les conditions (Pj) 
(j = l,..., r) on ait 
soit Ilf,ll <A II gll y 
soit II fyi1 < B(M(g))ly”@+*’ 11 gll’-(‘y”@+o)). 
Voici les deux &apes principales de la dimonstration: 
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(1) Nous traitons pour commencer le cas des polynomes en utilisant 
comme outil fondamental l’inegalite de Bernstein. 
(2) Nous considerons ensuite le cas des fonctions de CpVo en remar- 
quant qu’elles peuvent etre approchees par les polynomes (thloreme de 
Jackson) de facon bien control&e et en utilisant pour les polynomes 
d’approximation les inegalites obtenues dans la premiere partie. 
INBGALITBS POUR LES POLYN~MES 
On note H, l’ensemble des polynomes de degre au plus n. 
PROPOSITION 1. Soient j3 et 6 deux Gels vkrrifiant 0 </I < 6. Alors pour 
toutpE H, (n> 1) on a 
avec C(6) = (24/23)( 1 + l/6)( 1 + 8)“‘. 
Dkmonstration. Pour n = 1 le resultat est evident. On suppose done 
n > 2. Rappelons l’inegalite de Bernstein [2, p. 901. Si T est un polynome 
trigonometrique de periode 27~ d’ordre au plus n, on a I] T’ II* < n 11 TI(*. 
Posons T(B) = P(cos 0) et soit B0 tel que / T(6,)] = /] T/j *. Soit a E ] 0, 1 ] et 
J, = [0, - an -I, 0, + an -‘I. Alors d’apres l’inegalite de Bernstein, pour 
f3EJ,, on a IT(B)-T(B,)l~)e-8,InIITll*~aIITil*, done, pour BEJ, 
/ T(e)1 > (1 - a)11 Tll* et par suite: 
lllxl* PII = Illcos 4” Tll* > ,sy 1~0s 4’ IT(@)I ” 
>(l -a)lJT/l* sup ]cosB]’ 
8CJ, 
> (1 - a)/1 TIj* (sin an-‘)” 
> (1 -a)asnPs[l - (a2/6n2)]” IIT\\* 
car sin(a/n) > (a/n) - (a3/6n3). 
Nous prendrons a = a/( 1 + S) ce qui rend maximum le coefficient a”( 1 - a) 
et l’on a puisque a < 1 et n > 2, 1 - (a2/6n2) > 23/24. Par suite: 
II TII* < @I/23)’ (1 + 8’)’ (1 + S) ns lllxlB PII. (1) 
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Soit b E 10, 1 [ et I, l’ensemble des points 19 tels que ( cos 8]< b/n alors, 
d’apres (1): 
et 
< (24/23)8 (1 + l/6)” (1 + 6) b4ns-s lllxls PII 
SUP lCOS81'Iqf?)l< (n/b)“-4 IllCOS61s q”, 
OECI” 
done, au total: 
ll]x15 P(I < Max[b4-‘, b4(24/23)’ (1 + l/S)” (1 + S)] nap5 /I/xI’PIJ. 
Choisissons b = (23/24)(6/(6 + l))(l + 6))“” ce qui realise l’egalite des 
deux termes dont il faut prendre le maximum et ce maximum vaut alors 
[ (24/23)( 1 + l/6)( 1 + 6) ‘I61 6-D. L’inegalite est ainsi demontree. 
Dans le cas oii /3 et 6 sont des entiers, on peut ameliorer ce resultat en 
utilisant une methode plus simple: 
PROPOSITION 2. Pour P E H,(n > 0) on a : 
IIPII < [(n + 1Y + v IIXPII. 
DPmonstrution. Donnons une autre forme de l’inegalite de Bernstein: si 
SEH, alors, pour xE l-1, l[, ]S’(x)l<n(l -x2)-1’2 ‘(JSI]. Posons 
R(x)=xP(x) et soit aE]O, l[. On a R(x)=R(O)+xR’(x,) pour un x0 
compris entre 0 et x. Done, P(x) = R ‘(x0) et si Ix I < a, d’apres l’inegalite de 
Bernstein IP( < (n + l)(l -u~)-“~ IlxPII. Mais si 1x1 >a il est clair que 
IP( <a-’ IlxPII, done, 
llPl[ < Max[a-‘, (n + l)(l - a2)-“*I IlxPIJ. 
Choisissons a = [(n + 1)2 + 1]-“2, on a alors l’egalite des deux termes dont 
il faut prendre le maximum et ce maximum vaut [(n t 1)’ t 1 ] w2 ce qui 
demontre la proposition. 
Des calculs totalement analogues nous conduisent aux resultats suivants: 
PROPOSITION 3. Sous les hypothtses de la Proposition 1 on a: 
]I(1 f x)4 PII < (fi C(26) rq-*4 I](1 f x)” PII. 
PROPOSITION 4. Pour P E H, (n > 0) on a: 
IlPll G (n + I)* ll(1 f x)PII. 
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Soit 
. 
ou x1 ,..., x, sont des e’lkments distincts de l-1, 1 [ et oti 0 < 6, < d,, 
0 < b, < d,, 0 <<pi < ai (i = l,..., r). 
COROLLAIRE. II existe une constante C(m,, mJ telle que pour P E H, 
(n > 1) on ait 11 Pm, II < C(m,, m,) nd )I Pm,11 avec 
d= Max[G, -/I ,,..., 4 -IL W, - b,), W, - bJ I. 
Les exposants de n dam les Propositions l-4 et le corollaire sont 
optimaux. Ce resultat est etabli dans [l] oti l’on dimontre en outre des 
inegalitis pour les polynomes, dans les espaces Lp, analogues a celles etudees 
ici. Cependant, dam [ 1 ] les constantes C(6) sont moins pricises que celles 
obtenues dans le present article. 
INBGALIT~S POUR LES FONCTIONS DE Cp*O 
Rappelons pour commencer le theoreme d’approximation de Jackson 12, 
p. 125-1291. 
TH~OR~ME. II existe une constante K = K(p, a) telle que, pour tout n > p 
et pour toute fonction g E CP*n on puisse trouver un polyno^me Q, E H, tel 
w II g - Q,ll < KnePmuWg). 
(On trouvera par exemple dans [2] des valeurs numiriques pour la 
constante K). 
Nous allons d’abord ltudier le cas des fonctions qui verifient une seule 
condition (Pj) a l’origine: on considere les fonctions g de Cp3” qui veritient la 
propriete (P): il existe un entier k tel que 0 < k < p + a pour lequel 
g(0) = g’(0) = * * *= g’@(O) = 0. 
Pour un nombre 6 vtrifiant 0 < 6 < p + a, 6 < k + 1 soit fs la fonction 
continue telle que [x]“fs = g, avec [xl” = xs si 6 E N et [xl” = 1x1’ si 
6 $ N. On designera par 6’ le plus petit nombre entier superieur ou egal a 6. 
PROPOSITION 5. Pour p, a, k, 6, dorm&, il existe une constante C, telle 
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que pour toute fonction g vPriJiant la propriPtP (P) et pour tout n >p on 
puisse trouver un polyno^me P, E H, tel que 
IIfs - [xl”‘-” P,I( < c,ns-P-W(g). 
DPmonstration. (1) Supposons pour commencer que 0 < 6 < 1 (done, 
6’ = 1). D’apres le theoreme de Jackson, pour n > p il existe un polynome 
QnEHn+, tel que ]/ g - Q, ]] < KnpPpaM( g). Done, puisque g(0) = 0, 
II g(x) - Q,(x) + Q,(O>ll < 2Kn-P-“M(g). Posons Q,(x) - Q,<O> = xP,(x) 
(P, E H,). On a pour s E N JIx(PnzS-- P,2S+1)ll < 4Kn-P-*2-S’Pt”‘M(g) et 
d’aprits la Proposition 1, il existe une constante C, telle que: 
Il[x]‘-” (Pnz,- P,zS+l)ll < C,2”ns~P~a2-s(p+a--6’M(g); 
done, puisque 6 < p + a, pour n > 1, la suite ([xl l-’ Pn2s)SS N est une suite de 
Cauchy et converge normalement, done uniformement vers une fonction 
continue h,. Comme elle converge simplement vers fs pour x # 0 et que fs 
est continue, il en rtsulte que pour tout n, fs = h,, done, que la suite 
(1x1 1-SPn2s)sEN converge normalement vers fs et de plus on a 
llfs - wsp,/I < 2 ll[x]‘-” (Pn*S-PnZs+‘)ll 
s=O 
< C, ns-p-aM( g), 
ce qui prouve la proposition pour 0 < 6 < 1. 
(2) Supposons maintenant que 6 > 1. Posons g = f. = xf, = x’fi = .s.= 
x8’-‘fs,-r= [x]‘fs, Q,(x)-Q,(O)=xP,,,(x) et pour i= 1,2 ,..., 6’- 1, 
pn,i(x> - ‘n,i(O) = xprz,i+ *(x)7 ‘n,8’ = ‘I?’ 
En utilisant de facon rep&e la m2me methode que dans la premiere partie 
de la demonstration et en partant de ]] g - Q,]] < KnpPeuM( g), nous 
obtenons successivement les inegalites suivantes pour i = l,..., 6’ - 1: 
llfi - pn,ill < kini-Pp”M(g), (2) 
Il.f-xp~,i+~(l < 2kini-P-“M(g), (3) 
oii k, , k, ,..., designent des constantes, et tinalement, 
11 fs - [xl”‘-” Pnll < C,ns-p-w(g). 
PROPOSITION 6. Pour p, a, k, 6 donne5, il existe deux constantes A, et 
B, telle que pour toute fonction g satisfaisant la propribtte’ (P) et pour tout 
n > p on ait 
llfsll GA,n S-p-aM( g) + B, ns I( gl( . 
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Dt!monstration. Nous conservons les notations de la Proposition 5. Nous 
avons pour i= l,..., 6’- 1, 11./J/ < II&P,,,ll + lIP,,ijJ, done, d’apres 
l’inegalite (2) et la Proposition 1: 
et 
ll.fill G kin i-p-aM(g) + C(l) n IIXp,,i(l 
Ilxpn,ill G IIxpn,i -.Ll II + II&1 II’ 
L’intgaliti (3) donne 
llfill< Iki +2ki-IC(l)I n i~“-aM(g)+C(l)nIlfi-,ll. 
11 existe done une constante Di telle que 
ll.f II G Din i-p-“M(g)+C(l)nI/fi~,/I. (4) 
Par ailleurs en utilisant un raisonnement analogue nous avons: 
llfsll < Il.& - 1x1”‘-” Pnll + Ill-r” Pnll 
et done, d’apres les Propositions 5 et 1, il existe deux constantes C, et C, 
telles que 
IMII G C3n “-“-M(g) + c4n6+‘-6’ IIxP,ll. 
Mais IIxP,,,,II < IlxP,,,, -fs,-,il + Ilfs,-,il et en utilisant l’inegalite (3): 
Il-%,,Il G 2b,n s’-p-a-‘M(g) + IIf~,-,ll. 
II existe done deux constantes C, et C, telles que 
IIfsll G C,n S-P-“M(g) + C,n’+‘-” IIfSS-,J. (5) 
La conclusion s’obtient alors facilement en combinant les inegalites (4) et 
(5). 
Remarque. Par un changement de variable affine, les resultats des 
Propositions 5 et 6 sont encore valables quand on remplace I par un inter- 
valle [a, b] borne quelconque. Dans ce changement, l’origine devient le point 
(a + b)/2. 
Avant de passer a la demonstration du theoreme enonce dans l’in- 
troduction, nous aurons besoin d’un rtsultat de prolongement. 
LEMME 2 (Principe de reyexion). II existe une Constance C, telle que 
pour toute fonction g E CP,a sur I’intervalle [0, l] on puke trouver une 
fonction & vkrrifiant g’ E Cp@ sur [-1, I], g(x) =g(x) pour x E [0, 11, 
II 4 G c, II g IIlOJ,~ Ma G GM(g)* 
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Dtfmonstration. Soit (c,, c2 ,..,, c,,+, ) la solution du systeme des p t 1 
equations Cz’: (-l/ny’c, = 1 (j= 0, l,...,p). Alors il est clair que la 
fonction g detinie par : 
&I = g(x) pourxE [0, 11, 
P+l 
g’(x) = -s no, c, .&x/n> pourxE [-l,O], 
repond a la question. 
Remarque. Supposons maintenant que g veritie pour 0 < k <p t a, 
g(0) = g’(0) = . . .= gck’(0) = 0; alors pour 6 vtrifiant 0 < 6 <p t a, 
6 < k + 1, on peut ecrire d’apres le Lemme 1 g(x) = xsfs(x) (x E [0, 11) ou fs 
est continue. De plus, il existe une fonction continue h telle que g’(x) = [xl” 
h(x). Cela resulte aussi du lemme 1 puisque nous avons: 
g”(O) = g”‘(0) = . . . = p(o) = 0. 
11 est clair que h = fs sur [0, 11. 
PROPOSITION 7. Pour p, a, k, ,..., k,, y = (y ,,..., y,) don&s il existe deux 
constantes A, et B, telles que pour tout n E N* et pour toute fonction 
g E cpvu v&riJiant les propri&s (Pi) (j = l,..., r) on ait 
llfyll <A,n’Y’-P-aWg) tB,niYIII gll. 
DPmonstration. On peut trouver des intervalles fermes Ii,..., Z,, tels que 
l-l:= i I, = Z, et que pour tout j, aj appartienne a un seul intervalle I, dont il 
est le milieu si / ai1 # 1 et une extremite si /ai1 = 1. Sur chacun des intervalles 
I, dont l’un des aj est le milieu on peut appliquer la Proposition 6. Si I aj I = 1 
on peut se ramener apres changement de variable au cas ou g(x) = x”f,(x) 
(XE [O, 11). L e L emme 2 et la remarque qui le suit nous permettent done de 
supposer que aj est un point interieur et d’appliquer de nouveau la 
Proposition 6. La combinaison des n inegalites obtenues nous donne le 
resultat. 
Dimonstration du Theorime. Si g E H,, i, d’apres le corollaire, la 
premiere inegalite est veriliee pour g. Si g 6? H,, i, on est assure que 
M(g) # 0, I] g]] # 0. Si (A,M(g)/B, ]] g]]) <pPta en prenant n =p t 1 dans 
la Proposition 7 on a ]]fJ < 2(p + l)‘fl ]I g]]. Si (A,M(g)/B, II gll) >P~+~ 
on peut choisir n tel que: (A,M(g)/B, II gll)l’(pta) < n < (A,M(g)/ 
B, 1) gll)“@+*’ t 1. 
On a ah n < 2(A,M(g)/B, II gll) 1f@+a), done, d’apres la Proposition 7 
Ilf,ll < 2’Y’+‘BAAM(gY4 II gll)‘y”‘p+“) I] g/l et par suite il existe une 
constante B telle que ]]fy]] < B(M(g))‘yi’(p+a) II gll’-(‘Y”(Pta)). 
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IN~GALITJ~S POUR LE PRODUIT 
Soit f E CP,a et m(x)=Ix-a,IY1... Ix - u,lyr (avec les memes notations 
que ci-dessus). Peut-on minorer I/ fmll en fonction de f? Nous repondons par 
l’afftrmative en utilisant les memes methodes que pour la division. Les 
calculs ttant encore plus faciles, nous donnons les resultats suivants sans 
demonstration : 
PROPOSITION 8. Pour p, a, m donnks, il existe deux constantes A, et B, 
telles que pour tout n E N * et pour toute f E Cp.” on ait 
llfll < A,nlY1 llfmll + B,n’Y’-P-aM(f). 
PROPOSITION 9. Pour p, a, m donnb, il existe deux constantes A, et B, 
telles que pour toute f E CP@ on ait 
soit Ilf II GA4 llfd, 
soit M(f)# 0 et Ilf ll’+‘~~~f~~~‘~~,IIf~ll~ 
auec t=l~l/(~+4lyl). 
PROPOSITION 10. Pour p, CY, m don&s il existe une constante A, telle que 
pour tout f E Cp-” on ait, si /If I/ # 0, 
llfll ,<A, MaxIW(f)lllf lDfl 11 llfm II2 
t ayant la &me valeur que prkkdemment. 
Remarque. L’inegalite de Landau sur l’intervalle I afftrme que si g est de 
classe C2 alors on a soit /I g’/l < 2 )I gll soit 11 g’)I < 2 11 gll”’ /I g”l/“2; si 
g(0) = 0, g(x) = xf (x), et il est clair que II f II< II g’ I(. L’intgalite de Landau 
nous donne alors le resultat du thtoreme dans ce cas particulier. 
On comprend facilement comment on peut utiliser ce pro&de pour 
demontrer de facon elementaire le theoreme ttudie ici, sous les conditions 
restrictives y E N’, (Y = 0. 
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